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Le 23 octobre 1852, une lettre du mathématicien Auguste de
Morgan a son confrére Sir William Rowan Hamilton.
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Auguste de Morgan (1806 - 1871) Francis Guthrie (1831 - 1899)
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Northumberland
Tyne and Wear
County Durham
Cumbria
Lancashire
North Yorkshire

East Riding of
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South Yorkshire
West Yorkshire
Greater Manchester
Merseyside
Cheshire
Derbyshire
Nottinghamshire
Lincolnshire
Rutland
Leicestershire
Staffordshire
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Northamptonshire
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Cambridgeshire
Norfolk

Suffolk

Essex
Hertfordshire
Bedfordshire
Buckinghamshire
Oxfordshire
Gloucestershire
Bristol
Somerset
Wiltshire
Berkshire
Greater London
Kent

East Sussex
West Sussex
Surrey
Hampshire

Isle of Wight
Dorset

Devon
Cornwall
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Conjecture des 4 couleurs

La conjecture (Guthrie, 1852) :

Il suffit de quatre couleurs pour colorier n'importe quelle carte
de sorte que deux régions limitrophes soient toujours de couleurs
différentes.




Conjecture des 4 couleurs

La conjecture (Guthrie, 1852) :

Il suffit de quatre couleurs pour colorier n'importe quelle carte
de sorte que deux régions limitrophes soient toujours de couleurs
différentes.

Précisions :

» Qu'est-ce-qu’'une carte?
> Les pays sont connexes.
» Deux régions seulement en contact par un point ne sont pas
limitrophes. Pourquoi ?



Comment peut-on montrer que la conjecture est vraie ou bien
montrer que la conjecture est fausse ?



Un probleme semblable ?

Probleme des 5 princes (Mobius en 1840).
Un roi avait un grand royaume et 5 fils. Dans
son dernier souffle, le roi émit le souhait
qu'apres sa mort, ses 5 fils se partagent le
royaume de sorte que chaque région appar-
tenant a l'un de ses fils ait une frontiére
commune avec chacune des 4 autres régions.
Comment le royaume sera-t-il partagé?

Quel est le lien avec la conjecture des 4 couleurs?



Chronologie rapide

» Pendant 25 ans : Rien.
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Chronologie rapide

» Pendant 25 ans : Rien.

» En 1879, Arthur Bray Kempe
puplie une démonstration de
la conjecture qui fut recue
favorablement.

Kempe (1849 - 1922)

» En 1890, Pearcy John
Heawood, trouve une erreur
dans le raisonnement de
Kempe, mais n'y apporte pas
de solution. Il démontre un
théoreme des 5 couleurs!

Heawood (1861 - 1955)



Chronologie rapide

» Le probléme devient célebre et les plus grands mathématiciens
s'y attaquent sans succes : G.D. Birkhoff (1912,1913) N=17;
Ph. Franklin (1922) N=22; C.N. Reynolds (1926) N=26;
C.E. Winn (1938) N=36; H. Lebesgue (1940);



Chronologie rapide

> Le probleme devient célebre et les plus grands mathématiciens
s'y attaquent sans succes : G.D. Birkhoff (1912,1913) N=17;
Ph. Franklin (1922) N=22; C.N. Reynolds (1926) N=26;
C.E. Winn (1938) N=36; H. Lebesgue (1940);

» Contributions importante de
Heinrich Heesch (entre 1936
et 1975).

Heesch (1906 - 1995)



Chronologie rapide

» Enfin une démonstration! En
1976, Kenneth Appel et
Wolfgang Haken publie une
démonstration définitive qui
repose sur des calculs
effectués par ordinateur, ce
qui divise la communauté
mathématique.

Appel (1932 - 2013) Haken (1928 - )



Lien avec la théorie des graphes !



Qu'est qu'un graphe?
Un graphe est un ensemble de sommets, deux a deux reliés ou non

par une aréte.

Par exemple :

e g

Mais pas :

Combien y-a-t'il de graphes a 4 sommets? a n sommets ?



Les 11 graphes a 4 sommets

(o)
(o)

(o)
(o)

N oo

L.
N

X ]



Graphes connexes

Un graphe est dit connexe si tout sommet peut &tre relié a tout
autre sommet par une succession d'arétes.

pas connexe :

connexe



Graphes planaires

Un graphe est dit planaire s'il existe une facon de le représenter
(dans le plan) sans qu'aucune aréte ne se croisse.

Z, X B

sont-il planaires?



Lien : Carte <+ Graphe planaire

i

w




La conjecture des quatre couleurs

On appelle coloriage d'un graphe un coloriage des sommets tel que
deux sommets reliés par une aréte soient toujours de couleurs
différentes.

La conjecture :

Tout graphe planaire est coloriable avec au plus 4 couleurs.




Pour un graphe planaire G, on note S est le nombre de Sommets,
A est le nombre d'Arétes et Z le nombre de Zones (y compris la
zone extérieure).

En essayant plusieurs graphes planaires connexes, que
remarque-t-on ?



Formule d'Euler

Dans tout graphe planaire
connexe,

S-A+Z=2

Leonhard Euler (1707-1783)

ou S est le nombre de Sommets, A est le nombre d'Arétes et Z le
nombre de Zones.



Démonstration de la formule d'Euler S — A+ Z =2

» Principe de récurrence.
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Démonstration de la formule d'Euler S — A+ Z =2

» Principe de récurrence.

» Vrai pour les graphes planaires connexes a 0 aréte.

» Si Vrai pour les graphes planaires connexes a n arétes,
Alors Vrai pour les graphes planaires connexes a n+ 1 arétes [



Une remarque

Dans tout graphe planaire connexe (ayant au moins 2 arétes), on
a
2A > 37
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Une autre conséquence de la formule d'Euler
Théoreme des cinq voisins

Dans tout graphe planaire, il existe un sommet qui ne posséde pas
plus de 5 voisins.
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Une autre conséquence de la formule d'Euler
Théoreme des cinq voisins

Dans tout graphe planaire, il existe un sommet qui ne posséde pas
plus de 5 voisins.

Démonstration :

» On a vu que 2A > 3Z.



Une autre conséquence de la formule d'Euler
Théoréeme des cinq voisins

Dans tout graphe planaire, il existe un sommet qui ne posséde pas
plus de 5 voisins.

Démonstration :
» On a vu que 2A > 3Z.

» Supposons qu'il existe un graphe planaire tel que tout les
sommets aient au moins 6 voisins. Alors 2A > 68S.



Une autre conséquence de la formule d'Euler
Théoréeme des cinq voisins

Dans tout graphe planaire, il existe un sommet qui ne posséde pas
plus de 5 voisins.

Démonstration :
» On a vu que 2A > 3Z.
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= 2<-A-A+-A
-3 +3
= 2<0.




Une autre conséquence de la formule d'Euler
Théoréeme des cinq voisins

Dans tout graphe planaire, il existe un sommet qui ne posséde pas
plus de 5 voisins.

Démonstration :
» On a vu que 2A > 3Z.

» Supposons qu'il existe un graphe planaire tel que tout les
sommets aient au moins 6 voisins. Alors 2A > 68S.

» Par la formule d'Euler,
2=S—-A+Z7
1 2
= 2<-A-A+-A
-3 +3
= 2<0.

» Absurde!! O
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Théoreme des six couleurs

Il suffit de six couleurs pour colorier n'importe quel graphe planaire.
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Théoreme des six couleurs

Il suffit de six couleurs pour colorier n'importe quel graphe planaire.

Démonstration : Par récurrence sur le nombre S de sommet

» Pour S =1, facile!



Théoreme des six couleurs

Théoreme des six couleurs

Il suffit de six couleurs pour colorier n'importe quel graphe planaire.

Démonstration : Par récurrence sur le nombre S de sommet
» Pour S =1, facile!

» Supposons que tous les graphes a n sommets sont coloriables
avec six couleurs. Soit G un graphe a n+ 1 sommets.
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Théoreme des six couleurs



Théoreme des cing couleurs
Théoreme des cinq couleurs (Kempe, 1879, Heawood, 1890)

Il suffit de cinqg couleurs pour colorier n'importe quel graphe
planaire.
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Il suffit de cinq couleurs pour colorier n'importe quel graphe
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Théoreme des cing couleurs
Théoréme des cinq couleurs (Kempe, 1879, Heawood, 1890)

Il suffit de cinqg couleurs pour colorier n'importe quel graphe
planaire.

Démonstration : Par récurrence sur le nombre S de sommet
» S =1, facile!
» Supposons que tous les graphes a n sommets sont coloriables
avec cing couleurs. Soit G un graphe a n+ 1 sommets.



Théoreme des cing couleurs

ler cas
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Théoreme des cing couleurs

2eéme cas
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Théoreme des cing couleurs

Sauf si ...



Théoreme des cing couleurs
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Théoreme des cing couleurs



Théoreme des quatre couleurs

Théoréeme des quatre couleurs

Il suffit de quatre couleurs pour colorier n'importe quel graphe
planaire.

La démonstration est due a Appel et Haken en 1976 et utilse de
fagon intensive I'ordinateur.



Questions Bonus

> ... et les cartes sur un globe?

> ... et les cartes formées uniquement par des droites ?

> ... etsurun tore?

=



Enigme des trois maisons
Comment, sur une feuille de papier, relier trois maisons a trois
services (I'électricité, I'eau et le gaz) de sorte que les conduites et

cables ne se coupent pas?




Autrement dit, le graphe C33 est-il planaire?
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Autrement dit, le graphe C33 est-il planaire?

Supposons que (33 est planaire.
» OnaS=6et A=9, donc Z =5.

» Chaque zone est bordée par au moins 4 arétes. Donc 2A > 4Z.



Autrement dit, le graphe C33 est-il planaire?

Supposons que (33 est planaire.
» OnaS=6etA=9, donc Z=5.
» Chaque zone est bordée par au moins 4 arétes. Donc 2A > 4Z.
» On a donc 18 > 20, absurde! O



sur un globe

Par projection stéréographique !

4 couleurs suffisent !



les cartes formées uniquement par des droites
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les cartes formées uniquement par des droites

On a démontré :

Il suffit de 2 couleurs pour colorier n'importe quelle carte formée
uniquement par des droites.




sur le Tore

Déplions le tore :

Q>



sur le Tore

Déplions le tore :

On obtient un carré avec les régles suivantes :

DA



sur le Tore

(- Ny RN

On obtient un carré avec les regles suivantes :

K3
¢ €L le

C»CB{C

Combien peut-on dessiner de régions partageant des frontiéres avec
toutes les autres?



sur le Tore

Un exemple :

Pour cet exemple, il faut au moins 7 couleurs! En fait, on a

Théoreme (Heawood, 1890)

Il suffit de 7 couleurs pour colorier n'importe quelle carte dessinée
sur le tore.







