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Exemples d’applications des maths en biologie
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Dynamique des populations

Comment évolue une population (bactéries, gibier, humains, ...)?

1. Prolifération de bactéries ou d'une espéece introduite
2. Extinction d'une espéce menacée

3. Combien peut-on pécher sans que les poissons disparaissent?
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Dynamique des populations

Comment évolue une population (bactéries, gibier, humains, ...)?

1. Prolifération de bactéries ou d'une espéece introduite
2. Extinction d’une espece menacée

3. Combien peut-on pécher sans que les poissons disparaissent?

Léonard de Pise — Leonardo Fibonacci
(1175 — ~ 1250)

Evolution d'une population de lapins:
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La suite de Fibonacci
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La suite de Fibonacci

=1 FR=1FR=2 F=3 F=5 F=8 F=13, Fg=21, ...
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La suite de Fibonacci
Fi=1 F =1 F3=2 F,=3,Fs=5 Fc=8, F, =13, F =21, ...

Jn = nombre de jeunes a I'année n
A, = nombre d'adultes a I'année n

a aQ = Apir=An+ Jn

a  da_ Jni1 = An
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La suite de Fibonacci

=1 FR=1FR=2 F=3 F=5 F=8 F=13, Fg=21, ...

Jn = nombre de jeunes a I'année n
A, = nombre d'adultes a I'année n

a aQ = A1 =Ant+ Jn
a  da_ Jni1 = An

Fn:An+Jn:An+1
Fn+2 - An+2 + Jn+2 — (An+1 + Jn-l-l) + An+1 — Fn-l-l + Fn

= | Fpt2 = Fpy1+ F, pourtout n> 1‘
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Comportement pour n grand

Défi: montrer la formule de Binet

9" —(=1/9)"
V5

pour toutn > 1, F,=

ou ¢ = H‘[ = 1.618... est le nombre d'or

Mathématiques et Biologie Juin 2014 6 /23



Comportement pour n grand

Défi: montrer la formule de Binet

pour tout n > 1,

Fo= =g

¢" — (=1/9)"

ou ¢ = HT‘/E =1.618... est le nombre d'or
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La loi de Malthus
Thomas Robert Malthus (1766 — 1834)

P, population de I'année n
p taux de natalité
g taux de mortalité

Pn+1:Pn+an_an

= |Pa=Py(1+p—q)"
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La loi de Malthus
Thomas Robert Malthus (1766 — 1834)

P, population de I'année n
p taux de natalité
g taux de mortalité

Pn+1:Pn+an_an

= |Po=Po(1+p-q)"
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Le modele logistique

Pierre Frangois Verhulst (1804 — 1849)
Limitation des ressources: p — g dépend de P,
p—q=a—bP,
Phi1=(14a— bP,)P,

N——

r PFYERHULST
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Le modele logistique

Pierre Frangois Verhulst (1804 — 1849)

Limitation des ressources: p — q dépend de P,

p—q=a—bP,

Ppi1=(1+a— bP,)P, = (1+a)P,— bP?
——

r PFYERHULST

Changement d'échelle: P, = cx,
CXpt1 = ICXp — bc2x§
Xpt1 = MXp — bcx,%

Choixde c: c=r/b = |xpt1 = rxn(l — xp) Equation logistique

(Verhulst considérait une variante en temps continu)
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L’équation logistique

Xn+1 = Xn(1 — xn)

Représentation graphique:

A
Xn+1

XofF-=-=-=-=-=-=--

X1F--

>
>

X0 X1 Xn

Page d’expérimentation numérique de Jean-René Chazottes et Marc Monticelli:

http://experiences.math.cnrs.fr/Iterations-de-l-application.html
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Diagramme de bifurcation de I’équation logistique
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Modeles prédateurs—proie

Alfred James Lotka (1880 — 1949)
Vito Volterra (1860 — 1940)

—_HARE
CLYNX

1815 1855 1865 1876 185 1805 1005 1016 1025 1035
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Modeles prédateurs—proie

Alfred James Lotka (1880 — 1949)
Vito Volterra (1860 — 1940)

—_HARE
CLYNX

1815 1855 1865 1876 185 1805 1005 1016 1025 1035

Xn: nombre de proies I'année n
Yn: nombre de prédateurs I'année n

Xn+1 = (1 + rl)Xn — XnYn
Yn+1 = (1 - r2)}/n + XnYn

(Lotka et Volterra considerent une version en
temps continu)
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Le modeéle de Bienaymé—Galton—Watson

Irénée—Jules Bienaymé  Sir Francis Galton Rev. Henry William
(1796 — 1878) (1822 - 1911) Watson (1827 — 1903)

> Extinction des noms de famille

> Extinction d'une espece
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Arbres généalogiques

Anne
Barbara Béatrice
Carine Cécile Cindy
Dana Daniele Doris | | Dorothée
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Modele probabiliste
Chaque individu a

> aucun enfant avec probabilité 1/8
> 1 enfant avec probabilité 3/8
> 2 enfants avec probabilité 3/8
> 3 enfants avec probabilité 1/8
Les nombres d'enfants d'individus différents sont indépendants.
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Modele probabiliste

Vidéo disponible sur Youtube et a I'adresse:

http://www.univ-orleans.fr/mapmo/membres/berglund/simgw.html
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Modele probabiliste
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Calcul de la probabilité d’extinction

g1 = probabilité qu'il n'y ait aucun enfant a la génération 1 =
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g1 = probabilité qu'il n'y ait aucun enfant a la génération 1 = 1/8
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Calcul de la probabilité d’extinction

g1 = probabilité qu'il n'y ait aucun enfant a la génération 1 = 1/8

g>» = probabilité qu'il n'y ait aucun enfant a la génération 2 =
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Calcul de la probabilité d’extinction

g1 = probabilité qu'il n'y ait aucun enfant a la génération 1 = 1/8
g>» = probabilité qu'il n'y ait aucun enfant a la génération 2 =

> proba de n'avoir aucun enfant a la génération 1 : %

Mathématiques et Biologie Juin 2014 18 / 23



Calcul de la probabilité d’extinction

g1 = probabilité qu'il n'y ait aucun enfant a la génération 1 = 1/8
g>» = probabilité qu'il n'y ait aucun enfant a la génération 2 =
> proba de n'avoir aucun enfant a la génération 1 : %

> + proba d'avoir un enfant a la gén 1 qui n'a pas d’enfant :
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Calcul de la probabilité d’extinction

g1 = probabilité qu'il n'y ait aucun enfant a la génération 1 = 1/8
g>» = probabilité qu'il n'y ait aucun enfant a la génération 2 =
> proba de n'avoir aucun enfant a la génération 1 : %
, . R . Lo , . 3
> + proba d'avoir un enfant a la gén 1 qui n'a pas d’enfant : £ - q1

> + proba d'avoir deux enfants dont aucun n'a d'enfant :
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Calcul de la probabilité d’extinction

g1 = probabilité qu'il n'y ait aucun enfant a la génération 1 = 1/8
g>» = probabilité qu'il n'y ait aucun enfant a la génération 2 =
> proba de n'avoir aucun enfant a la génération 1 : %
> + proba d'avoir un enfant a la gén 1 qui n'a pas d’enfant : % el
> + proba d’'avoir deux enfants dont aucun n'a d'enfant : % . q%
18 / 23
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Calcul de la probabilité d’extinction

g1 = probabilité qu'il n'y ait aucun enfant a la génération 1 = 1/8
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Calcul de la probabilité d’extinction

g1 = probabilité qu'il n'y ait aucun enfant a la génération 1 = 1/8
g>» = probabilité qu'il n'y ait aucun enfant a la génération 2 =
> proba de n'avoir aucun enfant a la génération 1 : %

> + proba d'avoir un enfant a la gén 1 qui n'a pas d’enfant : % -1

> + proba d’'avoir deux enfants dont aucun n'a d'enfant : % . q%
> 4 proba d'avoir trois enfants dont aucun n'a d’enfant : % . qf
_ 1.3 3.2, 1.3
Q2 =3+ 591+ 3591 + 591
18 / 23
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Calcul de la probabilité d’extinction

g1 = probabilité qu'il n'y ait aucun enfant a la génération 1 = 1/8

g>» = probabilité qu'il n'y ait aucun enfant a la génération 2 =
> proba de n'avoir aucun enfant a la génération 1 : %
> + proba d'avoir un enfant a la gén 1 qui n'a pas d’enfant : % -1
> + proba d'avoir deux enfants dont aucun n'a d'enfant : - gf

> + proba d'avoir trois enfants dont aucun n'a d'enfant : 3 - gy

Q2=%+§Q1+%Q%+%Qf

G =flan)  fla) =3 +39+ 3¢ + 39
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Représentation graphique
gnv1=f(qn)  flq)=5+3q+39° +3q°
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Représentation graphique
gnv1=f(qn)  f(q)=5+3q+39° +3q°
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La suite des g, converge vers g* tel que f(g*) = g*
f(q) —q=3(q—1)(¢> +4g—1) = q* = V5 - 2~0.236
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Distribution d’enfants générale

po = proba d’avoir 0 enfant, ..., px = proba d'avoir k enfants
g1 = po et gny1 = f(qn) avec

f(q) = po+ p1g+ p2a° + - - + piq”

Remarque: f(1)=po+p1+po+ - +pc=1
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Distribution d’enfants générale

po = proba d’avoir 0 enfant, ..., px = proba d'avoir k enfants
g1 = po et gny1 = f(qn) avec

f(q) = po + P1q + p2° + - - + piq"

Remarque: f(1)=po+p1+p2+---+pc=1

A A
1 d 1 |
| L —T |
ql* i > q" = 1>
Penteeng=1 > 1 Penteeng=1 < 1
Proba d'extinction g* < 1 Proba d'extinction g* =1
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Distribution d’enfants générale

Calcul de la pente

f(q) = po+ p1q + p2q° + -+ + piq”
fF(L+y)=po+pi(l+y)+pa(l+y)>+ -+ pe(l+y)k

=po+pit-+p+ (prt2pt+ o+ kp)y+ (-

VT
=1 pente m
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Distribution d’enfants générale

Calcul de la pente

f(q) = po+ p1q + p2q° + - + pig”
fF(L+y)=po+pi(l+y)+pa(l+y)>+ -+ pe(l+y)k

=pot+ Pt pi+ (pL+2p ko) y ()Y

=1 pente m

= la pente en g =1 vaut m=p; +2pp + - - + kpx (= f(1))
C'est le nombre moyen d’enfants
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Distribution d’enfants générale

Calcul de la pente

f(q) = po+ p1q + p2q° + - + pig”
f(L+y)=po+pi(l+y)+pa(l+y)?+ -+ pe(l+y)k

=po+prt-tp+ (P2t ko) y ()Y

=1 pente m

= lapenteen g=1vaut m=p; +2pp +--- + kpx (=f'(1))
C'est le nombre moyen d’enfants

Théoreme
> Si le nombre moyen d’enfants est > 1, la population s'éteint avec
proba q* < 1, ol g* est une solution de f(q*) = g*

> Si le nombre moyen d’enfants est < 1, la population s’'éteint avec
proba 1
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Recherche actuelle : processus de branchement

Marche aléatoire branchante
avec sélection
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Pour en savoir plus

> Article dans Images des mathématiques :

http://images.math.cnrs.fr/La-probabilite-d-extinction-d-une.html

> Application logistique en JavaScript :
http://experiences.math.cnrs.fr/Iterations-de-1-application.html

> Modele prédateur—proie en JavaScript :
http://experiences.math.cnrs.fr/Le-modele-proie-predateur-de-Lotka.html

> Sur I'origine du modele prédateur—proie :

http://mpt2013.fr/histoire-du-modele-proie-predateur-ou-la-mathematique-des-poissons/
P P P P q P

> Animations du modeéle de Bienaymé—Galton—-Watson :

http://www.univ-orleans.fr/mapmo/membres/berglund/simgw.html

> Sur YouTube :

http://www.youtube.com/channel/UCq09j1kihaQzlTpxJriVWMQ/videos

> Cette présentation :
http://www.univ-orleans.fr/mapmo/membres/berglund/galois14.pdf
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